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Die ersten Zahldarstellungen und
die Entwicklung des Zahlbegriffs

Eine statistische Analyse der Zahlzeichen in den éltesten bekannten
Schriftzeugnissen hat iiberraschend gezeigt, daB Verwendung und Wert dieser Zeichen
noch stark vom gezédhlten Objekt oder von der Objektklasse abhdngen. Offensichtlich

kristallisierte sich erst allmihlich ein abstrakter Zahlbegriff heraus.

Von Peter Damerow, Robert K. Englund und Hans J. Nissen

urch frithe Einiibung und Ge-
Dwohnheit ist uns der Umgang

mit Zahlen so vertraut, dafl wir
uns kaum klarmachen, welche geistige
Leistung hinter der Loslosung einer
Mengenbezeichnung vom gezéhlten
Objekt selbst steckt. DaBl diese Tren-
nung nicht selbstverstdndlich ist, haben
zuerst ethnologische Forschungen bei
Naturvolkern gezeigt, die noch nicht
iiber einen abstrakten Zahlbegriff in un-
serem heutigen Sinne verfiigen. Dessen-
ungeachtet gingen Altertumskundler
bei der Deutung der éltesten bekannten
Schriftzeugnisse — sie stammen aus der
Zeit zwischen 3200 und 3000 vor Chri-
stus — bisher stets von der Existenz ei-
nes solchen Zahlbegriffs aus.

In einem ersten Artikel haben wir im
letzten Monat iiber unsere Fortschritte
bei der Entzifferung dieser Schriftdoku-
mente berichtet, die als Archaische
Texte bezeichnet werden und deren
Hauptfundort die antike Stadt Uruk im
siidlichen Mesopotamien ist. Dabei
ging es uns darum, zu zeigen, welche
Aufschliisse die neugewonnenen Er-
kenntnisse liber die Entstehung der
Schrift liefern. Hier nun soll iiber einen
anderen Aspekt unserer Arbeit berich-
tet werden: die Analyse und Deutung
der Zahlzeichen in diesen Texten und
die Schliisse, die sich daraus fiir die
Entwicklung des mathematischen Den-
kens ergeben.

Charakteristika der Zahlzeichen
in den Archaischen Texten
Tatsdchlich zeigte sich namlich, daB

zur Zeit der Schriftentstehung keines-
wegs, wie bislang eher unreflektiert un-
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terstellt, die Vorstellung von Zahlen als
allgemeinen, objektunabhingigen Gro-
Ben bereits etabliert war. Der Schritt
von der symbolischen Reprisentation
einer Menge bestimmter Objekte zum
rein gedanklichen Konstrukt der Zahl
war zwar begonnen, aber noch nicht be-
endet. Insofern beleuchten die Zahlzei-
chen in den iltesten Schriftdokumenten
auch ein kritisches Stadium in der ko-
gnitiven Entwicklung der Menschheit.

Grundlage unserer Analyse bildete
eine Computer-Datenbank, in der wir
samtliche Archaischen Texte elektro-
nisch gespeichert hatten. Mit vorwie-
gend statistischen Methoden konnten
wir daran erstmals umfassend alle
Aspekte des Gebrauchs der altesten
Zahlzeichen erforschen. Bevor wir aber
auf die allgemeineren Gesichtspunkte
des Themas zu sprechen kommen,
mochten wir dem Leser die Gelegenheit
geben, diese detektivische Puzzlearbeit
in entscheidenden Punkten selbst nach-
zuvollziehen.

Die Archaischen Texte enthalten etwa
1200 Zeichen und nicht bedeutungsglei-
che Zeichenvarianten (die genaue Zahl
ist wegen der Schwierigkeit, solche
Zeichen- gegen Schreibvarianten abzu-
grenzen, nur schwer zu ermitteln, zu-
mal in den sogenannten Lexikalischen
Listen, der Hauptquelle fiir die Zeichen-
identifizierung, nur 706 Zeichen vor-
kommen). Darunter fallen die etwa 60
Zahlzeichen wegen der Eigenart ihrer
Schreibung schon &duBerlich sofort ins
Auge: Sie wurden im Normalfall nicht
— wie die lbrigen Zeichen — mit ei-
nem spitzen Griffel in die Oberfldche
des Tons eingeritzt, sondern mit einem
runden Griffel senkrecht oder schrig
tief darin eingedriickt und dann zum

Teil zusitzlich mit dem spitzen Griffel
mit Markierungen versehen.

Da alle Verwaltungstexte Zahlzei-
chen enthalten, sind einige davon die
bei weitem hdufigsten Zeichen der Ar-
chaischen Texte. Dem Charakter dieser
Texte als Wirtschaftsaufzeichnungen
entsprechend sind die Zahlzeichen zu-
gleich zentrale Informationstréiger. Die-
se herausragende Rolle legt es nahe, ih-
nen bei der Entzifferung besondere
Aufmerksamkeit zu widmen.

Friihere Deutungsversuche

Anders als die sonstigen Schriftzei-
chen blieben einige der Zahlzeichen —
und zwar gerade die am héufigsten ver-
wendeten — fast ohne jede Verdnde-
rung ihres Erscheinungsbildes Jahrhun-
derte in Gebrauch. Somit tauchen sie
auch noch in relativ spiten, nahezu
vollstindig lesbaren Textgruppen auf —
bis in die etwa 1000 Jahre jiingere Ur-
III-Periode hinein, in der sie allerdings
endgiiltig durch keilschriftliche Ent-
sprechungen ersetzt wurden.

Aus diesem Grunde lieBen sich die
vertrauten sexagesimalen Zeichen fiir
die 1, die 10, die 60 und die 600 in den
Archaischen Texten scheinbar miihelos
entziffern. Die wenigen gut erhaltenen
Texte, die auBer einzelnen Zahlen of-
fensichtlich — zumeist auf der Riicksei-
te — auch deren Summe enthielten,
schienen diese Identifizierungen zu be-
stitigen; denn nach Einsetzen der aus
spateren Texten bekannten Zahlenwerte
ergaben sich zumeist arithmetisch kor-
rekte Rechnungen.

Damit schien nachgewiesen, daf die
Zahlzeichen ihre spitere arithmetische
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Bedeutung von vornherein besaBen.
Gerade bei ihnen fithlte man sich mit
der Entzifferung auf sicherem Grund
und verdriangte dabei weitgehend die
Tatsache, daB die scheinbare Klarheit
nur fiir wenige der etwa 60 Zahlzeichen
galt. Bei Rechnungen, die mit den ange-
nommenen arithmetischen Bedeutungen
unvereinbar waren, neigte man eher
dazu, an elementare Fehler der Schrei-
ber zu glauben, als die modernen arith-
metischen Bedeutungen zu bezweifeln.

Ferner legte man den vielen Merk-
wiirdigkeiten, durch die sich die ar-
chaischen von modernen Zahlzeichen
unterscheiden, keine grundsitzliche Be-
deutung bei. DaB das Zeichen fiir 60
beispielsweise, wenn der Text von Ge-
treide handelte, die Bedeutung 300 an-
nahm und das Zeichen fiir 10 bei Feld-
flaichen die Bedeutung 18, wurde als
wenig aufschluBreiche Ausnahmeer-
scheinung angesehen und kaum beach-
tet. Niemand vermutete auch nur, was
wir heute mit Sicherheit wissen, daf}

namlich gerade die in den Archaischen
Texten besonders haufigen Zahlzeichen
mit dem Verwendungsbereich ihre
arithmetische Bedeutung veridnderten.

Adam Falkenstein von den staatli-
chen Museen zu Berlin berichtete 1936
erstmals iliber die in den frithen Gra-
bungskampagnen gefundenen Archa-
ischen Texte. In seiner Publikation ver-
suchte er, mit der grofen Anzahl eigen-
artiger Zahlzeichen dadurch fertigzu-
werden, daf} er sie drei verschiedenen
Gruppen zuordnete; die erste interpre-
tierte er als Sexagesimalsystem, die
zweite als ein konkurrierendes Dezi-
malsystem und die dritte als System von
Bruchzahlen.

Aber auch dann gab es noch viel zu
viele Zeichen fiir viel zu wenige Zah-
len, und Falkenstein muBte zahlreiche
Zeichen, die sich graphisch unterschie-
den, als verschiedene Schreibungen fiir
jeweils dieselbe Zahl deuten. Trotz die-
ser offenkundigen Mingel blieb Fal-
kensteins Liste der archaischen Zahl-

zeichen fiir die Mathematikgeschichte
etwa 40 Jahre lang nahezu unwider-
sprochen die authentische Quelle.

Erst Mitte bis Ende der siebziger Jah-
re befaBten sich der sowjetische Sume-
rologe Aisik Vaiman und der schwedi-
sche Mathematiker Joran Friberg in
mehreren, bis heute noch zu wenig be-
achteten Beitrdgen erneut mit dem Pro-
blem, die Zahlzeichen der bis dahin pu-
blizierten Archaischen Texte sinnvoll
zu ordnen und zu interpretieren. Ob-
wohl sie teilweise zu unterschiedlichen
Ergebnissen kamen, machten sie doch
einige wichtige Entdeckungen.

So zeigte Vaiman, daB sich die Zahl-
zeichen der Archaischen Texte viel
plausibler in eine weit grofiere Zahl von
Systemen einordnen lassen, als von Fal-
kenstein angenommen. Friberg wies
auBerdem nach, daB die Annahme eines
konkurrierenden Dezimalsystems auf
einem logischen Fehler beruhte, der
sich bis zur Veroffentlichung der ersten
proto-elamischen Texte durch Vincent

Bild 1: Die Verwendung unterschiedlicher Zahlzeichensysteme fiir ver-
schiedene Gegenstinde oder Objektklassen ist ein Charakteristikum der
Zahlnotationen auf den iltesten bekannten Schriftzeugnissen, den Ar-
chaischen Tafeln aus Mesopotamien, und macht deutlich, daB sich der
Zahlbegriff erst teilweise von den gezihlten Objekten gelost hatte. Der
Text links ist eine Abrechnung iiber Milch- und Textilprodukte. Im er-
sten Fach der dritten Spalte sind in einem Sexagesimalsystem 1223
(2x600, 2x10 und 3x1) Einheiten eines bislang nicht identifizierten
Produktes von Ziegen verzeichnet. Im Fach darunter sind in einem Bi-
sexagesimalsystem 18 120 (2x 7200, 3 X 1200 und 1x 120) Einheiten eines
anderen Milchproduktes (vermutlich Kise) verbucht. Das Textfragment
rechts stammt von einer Tafel mit Angaben iiber Feldflichen und Ge-
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treidemengen. Auf der Vorderseite (oben) ist im sogenannten GAN,-Sy-
stem eine Fliche notiert, die — der Bedeutung der Zeichen in spateren
Perioden nach zu urteilen — etwa 260 Hektar umfaBt. Auf dieser Seite
standen vermutlich mehrere derartige Flichenangaben gemeinsam mit
Ernteertrigen. Auf der Riickseite (unten) ist die Gesamtsumme dieser
Ertrige zum groBten Teil erhalten. Sie ist im SE-System verzeichnet,
das speziell zur Angabe von Getreidemengen diente, und umfafBt 180161
(354000, 2x9000, 5x30, 2 %5 und 1x1) Einheiten eines HohilmaBes von
etwa vier Litern (das sind insgesamt mehr als 7200 Hektoliter). Die Ver-
waltung solcher, die GroBenordnungen einer dorflichen Wirtschaftswei-
se weit iibersteigenden Produktmengen spielte vermutlich eine entschei-
dende Rolle bei der frithen Entwicklung des arithmetischen Denkens.
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Vorderseite

Bild 2: Arithmetische Mehrdeutigkeit ist eine
der merkwiirdigsten Eigenschaften der Zahl-
zeichen auf den friihesten bekannten Schrift-
zeugnissen, den etwa 5000 Jahre alten Ar-
chaischen Texten aus Mesopotamien. Diese
Zeichen indern, wie die abgebildeten Texte be-
weisen, mit dem Anwendungsbereich ihre
arithmetische Bedeutung. Bei beiden Texten ist
auf der Riickseite die Summe der Eintragun-

Scheil im Jahre 1905 zuriickverfolgen
148t (siehe ,,Zahlen und MaBe in den er-
sten Schriftzeugnissen® von Joran Fri-
berg in Spektrum der Wissenschaft,
April 1984). Der FehlschluB hatte sich
durch hiufige, ungepriifte Ubernahme
so verfestigt, daB als gesichertes Wis-
sen galt, was durch eine sorgfiltigere
Analyse der in den Texten enthaltenen
Summenbildungen leicht hitte wider-
legt werden konnen.

Dies war im wesentlichen die Lage,
als wir uns 1983 entschlossen, die Zahl-
zeichen der Archaischen Texte auf der
Basis aller ausgegrabenen Tafeln von
Grund auf neu zu analysieren. Das Vor-
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gen der Vorderseite notiert. Bei der oberen Ta-
fel, auf der Biertopfe verzeichnet sind, werden
17 Einheiten und 5 Einheiten addiert. Das Re-
sultat sind 22 Einheiten. In diesem Fall hat das
Zeichen e den zehnfachen Wert des Zeichens
p. Beim unteren Text werden viermal 3
Einheiten eines unbekannten Getreidepro-
dukts addiert. Das Resultat sind 12 Einheiten.
Hier hat das Zeichen ® den Wert von 6b.

haben war ein erster Test, ob sich der
technische Aufwand, zur Entzifferung
und Deutung der Archaischen Texte
erstmals und in grofem Umfang moder-
ne Techniken der Datenverarbeitung
heranzuziehen, auszahlen wiirde. Als
gemeinsames Projekt des Seminars fiir
Vorderasiatische Altertumskunde der
Freien Universitit Berlin und des Max-
Planck-Instituts fiir Bildungsforschung
war auf einem Siemens-GroBrechner
der Zentraleinrichtung fiir Datenverar-
beitung der Universitit eine Datenbank
aufgebaut worden, die nun in einer
noch vorldufigen Form fiir erste Aus-
wertungen zur Verfiigung stand.

Regeln der Zeichenverwendung

Fiir die Analyse wihlten wir einen
grundsitzlich anderen Weg, als er bis
dahin iiblich gewesen war. Man hatte
immer versucht, moglichst direkt aus
den wenigen Texten, die Rechenopera-
tionen enthalten, die Zahlbedeutungen
zu ermitteln und die so bestimmten
Werte dann zur Interpretation jener
Texte heranzuziehen, aus denen sich die
arithmetischen Bedeutungen nicht un-
mittelbar ableiten lassen.

Nun hat jedoch jedes Rechnen zwei
grundverschiedene Ebenen. Zunéichst
einmal besteht es einfach darin, mecha-
nisch Regeln auf bestimmte Notationen
anzuwenden. Erst in zweiter Linie
schlieBt es auch ein bestimmtes numeri-
sches Verstindnis ein, durch das den
Regeln und den Ergebnissen ihrer An-
wendung eine bestimmte Bedeutung
beigelegt wird. Statt nun sofort nach
diesem numerischen Verstindnis zu fra-
gen, versuchten wir zunéchst, ohne uns
sonderlich um die Bedeutung zu kiim-
mern, moglichst viel iiber die Regeln
herauszufinden, nach denen mit den
Zeichen hantiert wurde.

Dabei erwiesen sich die Hunderte
von aus jedem Zusammenhang gerisse-
nen und deshalb scheinbar wertlosen
Fragmenten mit Zahlnotationen plotz-
lich als iiberaus reiche Informations-
quelle. Unser Verfahren, aus den Frag-
menten die Regeln fiir die Handhabung
der Zahlnotationen zu rekonstruieren,
ist einem Puzzlespiel mit dem Compu-
ter zu vergleichen. Jede erschlossene
oder vermutete Regel wurde mit Hilfe
des Rechners sofort am gesamten Text-
bestand iiberpriift. Wieviele Beispiele
lieBen sich finden, die sie stiitzten?
Wieviele Ausnahmen oder Gegenbei-
spiele gab es?

Die Mehrdeutigkeit der Zeichen, die
in der Vergangenheit so oft Irritationen
hervorgerufen hatte, storte dabei kaum,
da nur die Regeln der Zeichenverwen-
dung und nicht die Bedeutungen der
Zeichen untersucht wurden.

Drei sehr allgemeine Regeln sind
kennzeichnend fiir die Darstellung von
Quantititen durch die archaischen Zahl-
zeichen: Wir nennen sie Korrespon-
denz-, Ersetzungs- und Anordnungsre-
gel und wollen hier kurz auf sie einge-
hen, ehe wir uns spezielleren Regeln
zuwenden.

GemailB der Korrespondenzregel wer-
den Quantititen durch Zeichenwieder-
holungen dargestellt. Dabei wird das
Zeichen fiir die Zahl- oder MefBeinheit
so oft wiederholt, wie diese Einheit in
der Quantitit enthalten ist. Dies ge-
schieht jedoch nur bis zu einer be-
stimmten, vom Kontext abhéngigen
Grenze.
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Uberschreitet die  darzustellende
Quantitit diese Grenze, so ersetzt — ge-
méf der Ersetzungsregel — ein hoher-
rangiges Zeichen jeweils eine bestimm-
te Anzahl von Wiederholungen des nie-
derrangigen Zeichens. Dabei wird das
hoherrangige Zeichen selbst wie eine
Einheit behandelt und entsprechend der
Korrespondenzregel erforderlichenfalls
wiederholt.

Die Anordnungsregel schlieBlich be-
sagt, daB die Zeichen einer Zahlno-
tation, beginnend mit den Zeichen mit
dem hochsten Rang, stets in der Rei-
henfolge ihrer Rangordnung notiert
werden.

Diese Regeln sind seit langem wohl-
bekannt und wurden wohl als so trivial
empfunden, daBl eine ndhere Untersu-
chung nicht als lohnend erschien. Deu-
tet man die Zeichen als Symbole fiir
Zahlen, so wirkten die Regeln als Biin-
delungsregeln eines Systems der Zahl-
darstellung ja auch sehr plausibel. Stell-
te etwa ein bestimmtes Zeichen die 1
und ein anderes die 6 dar, so konnte
notwendigerweise das erste Zeichen
hochstens fiinfmal wiederholt werden.

Andere Erkldrungen sind allerdings
denkbar. Das erste Zeichen konnte zum
Beispiel ein kleines MeBgefdfl darstel-
len und das zweite ein groBeres mit dem
sechsfachen Volumen. Auch in diesem
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Falle ist erklédrlich, warum das kleinere
Zeichen nur fiinfmal wiederholt wurde.

Wir lieBen solche Fragen zunéchst
offen und untersuchten statt dessen vor
allem fiir verschiedene Verwendungs-
zusammenhinge, wie oft die einzelnen
Zeichen maximal wiederholt wurden.
Daraus erschlossen wir den jeweiligen
Wert des hoherrangigen Zeichens und
ermittelten, wie dieser Wert vom Kon-
text abhing.

Summenbildungen

VerhiltnisméBig einfach 146t sich der
~Wert“ eines Zeichens feststellen,
wenn eine Summenbildung vorliegt, bei
der dieses Zeichen eine bestimmte An-
zahl des nichstniedrigeren Zeichens er-
setzt. Der Text W 20676,2 (Bild 2
oben) enthilt beispielsweise auf der
Riickseite die Summe der beiden Ein-
tragungen auf der Vorderseite. Die
Rechnung lautet:

1e70+50=209e2p
Daraus kann man schlieBfen, daf zehn
pdurch ein e ersetzt worden sind,
oder:

le = 10>,

Es ist allerdings nicht einfach festzu-
stellen, in welchem Umfang sich die so
erzielten Ergebnisse verallgemeinern

Rickseite

ATU 1 Nr. 311

Bild 3: Manchmal lassen sich auch aus alge-
braisch mehrdeutigen Summenbildungen mit
Hilfe plausibler Zusatzannahmen die Grofien-
verhiiltnisse zwischen den einzelnen Zeichen
ermitteln. Dies ist hier beispielhaft an der Ent-
zifferung eines der archaischen Zahlensyste-
me, des sogenannten EN-Systems, gezeigt. Der
Text ATU 1 Nr. 311 enthilt die Summation
1e 1p38%+2p181lov2%=1ce
4p1%3, die als Gleichung mit vier Unbe-
kannten viele Losungen hiitte. Aus der Reihen-
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folge der Zeichen in den Notationen liBt sich
jedoch die Gréfenanordnung entnehmen. Fer-
ner kann man davon ausgehen, daB die hoher-
wertigen Zeichen ganzzahlige Vielfache der
niederwertigeren sind. SchlieBlich gibt die ma-
ximale Anzahl der Wiederholungen eines Zei-
chens an, wie grofl der Wert des néchsthohe-
ren Zeichens mindestens sein muf}. Aus diesen
drei Zusatzbedingungen lassen sich algebra-
isch eindeutig die in Bild 6 angegebenen Bezie-
hungen zwischen den vier Zeichen erschlieBen.

lassen; denn die archaischen Zahlzei-
chen werden grundsitzlich arithmetisch
mehrdeutig verwendet. So enthilt der
Text W 15897,c21 (Bild 2 unten) die
Summenbildung
30+ 30 + 30 4 30 = Qe

Nach dem vorangegangenen Beispiel
wire als Ergebnis 1 ® 2 o zu erwar-
ten. Die Summe 2 o bedeutet, daB das
Zeichen e im vorliegenden Kontext
nicht den zehnfachen, sondern nur den
sechsfachen Wert des Zeichens o re-

présentiert.
Doch nicht nur die mit den Zusam-
menhéingen wechselnden arithmeti-

schen Bedeutungen der Zahlzeichen be-
wirken, daf die Summenbildungen
nicht immer so einfach zu entschliisseln
sind wie in den angefiihrten Beispielen.
Werden mehrere, komplizierte Zahlno-
tationen addiert und entsprechend viel-
fialtige Austauschoperationen vorge-
nommen, so gestaltet sich das Problem
zu einem verzwickten Zahlenritsel, das
nicht selten mehrere mogliche Losun-
gen hat.

Die Summenbildung im Text ATU 1
Nr. 311 (Bild 3) 148t beispielsweise nur
den SchluB auf die nachfolgende Glei-
chung zu:

18 + 1v + 488 = 1o

Diese Gleichung enthélt vier Unbekann-
te und daher an sich viele Losungen. In
diesem Falle freilich ermdglichen es
gliickliche Umsténde, die Grofienbezie-
hungen zwischen den Zeichen dennoch
zu ermitteln. So ist aus der Notations-
weise die Grdéfenanordnung der Zei-
chen zu ersehen. Wir wissen ferner, daf3
die héherwertigen Zahlzeichen in der
Regel ganzzahlige Vielfache der nie-
derwertigeren reprisentieren. SchlieB-
lich mufl wegen der dreifachen Wieder-
holung des Zeichens #a auf der Tafel
das Zeichen v mindestens den vierfa-
chen Wert haben. Aus diesen Bedingun-
gen lassen sich die folgenden GroBen-
beziehungen zwingend erschliefien:

Io = 28
12 = 2v
lo = 4685

Generell freilich sind die Moglichkei-
ten, die Werte der Zahlzeichen aus
Summenbildungen zu  bestimmen,
schon aus dem einfachen Grund sehr
begrenzt, daB sich nur auf wenigen der
Archaischen Texte Summenbildungen
befinden und von diesen wiederum nur
ein Bruchteil gut genug erhalten ist, da
sich alle Summanden entnehmen las-
sen. Es gibt jedoch einen anderen, sehr
viel direkteren Weg, Riickschliisse auf
die Werte der Zeichen zu ziehen. Ein
wahrscheinlichkeitstheoretisches Expe-
riment moge dies verdeutlichen.

Bekanntlich gibt es nicht nur Wiirfel
mit sechs Fldchen, sondern beispiels-
weise auch solche in Form eines Tetra-
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eders mit nur vier Flichen. Nehmen
wir einmal an, jemand teilte uns die
sukzessiven Ergebnisse des Wiirfelns
mit, ohne uns zu sagen, wieviele Fli-
chen sein Wiirfel hat.

Anfangs wiifiten wir wenig liber die
Zahl der Flichen. Klar wire nur, daB
sie mindestens so grof sein muf wie die
hochste gewiirfelte Zahl. Mit jedem
Wurf jedoch wiirde es unwahrscheinli-
cher, daB nicht auch die hochste Zahl
einmal geworfen wurde, und schlieB-
lich wiiten wir mit an Sicherheit gren-
zender Wahrscheinlichkeit, wieviele
Flachen der Wiirfel tatsédchlich hat. Ja,
wir wiirden sogar bemerken, wenn der
Wiirfel unter bestimmten Bedingungen
gegen einen andersartigen vertauscht
wiirde.

Statistik als
Entzifferungsmethode

Die Zahlnotationen der Archaischen
Texte lassen sich in dhnlicher Weise als
Trager von Informationen iiber den
Wert der verwendeten Zahlzeichen deu-
ten. Jedes Fragment mit der Wiederho-
lung eines Zeichens gibt beispielsweise
dariiber AufschluBf, wie oft dieses
Zeichen in einem bestimmten Zusam-
menhang mindestens wiederholt wer-
den kann. Mit jedem Fragment erh6ht
sich zugleich die Wahrscheinlichkeit,
daB die maximale Anzahl moglicher
Wiederholungen auch tatséchlich ein-
mal vorkommt.

Diese Uberlegung liefert beispiels-
weise einen einfachen statistischen Be-
weis dafiir, daB die herkbmmliche An-
nahme, es habe in Mesopotamien neben
einem Sexagesimalsystem zunéchst ein
konkurrierendes Dezimalsystem gege-
ben, falsch ist. Wir erhalten so eine zu-
verldssige und unabhéngige Bestétigung
von Joran Fribergs eingangs erwihn-
tem, aus Summenbildungen, also auf
andere Weise erzieltem Resultat.

Der Beweis ergibt sich folgenderma-
Ben. Das Sexagesimalsystem beruht auf
den Grofenrelationen:

10p= e

und 6e= D, :

Fiir das vermutete Dezimalsystem miif3-
ten dagegen die folgenden GroBenrela-
tionen gelten:

10p= o

und 100 = @.

Ist in einer Zahlnotation das Zeichen
e mehr als fiinfmal wiederholt, ohne
daB es durch das nichsthohere Zeichen
ersetzt wurde, so kann diese Zahlno-
tation nicht zum Sexagesimalsystem ge-
horen.

Das bedeutet aber nicht, daB sie des-
wegen gleich ein Dezimalsystem ver-
korperte. Diese vorschnelle Annahme
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wird durch die Statistik klar widerlegt.
Die erwihnte Datenbank aller Ar-
chaischen Texte aus Uruk und Djemdet
Nasr sowie zeitgleicher Texte von ande-
ren Fundorten verzeichnet 46 Notatio-
nen, die das Zeichen e in mehr als
fiinffacher Wiederholung und zugleich
das Zeichen p aufweisen; in keiner
davon ist » mehr als fiinfmal wieder-
holt (Bild 4). Die statistische Wahr-
scheinlichkeit, daB dies das Ergebnis ei-
nes Zufalls ist, betrdgt nur etwa 0,02
Prozent.

Die Statistik widerspricht also den
GroBenbeziehungen eines Dezimalsy-
stems. Sie belegt vielmehr GroBenrela-
tionen eines Systems, das wir wegen
der Verwendung fiir Getreide (wieder-
gegeben durch das Zeichen SE) als
SE-System bezeichnet haben:

6 D=9
und 10 * = @.

Dieses und dhnliche statistische Ver-
fahren erlaubten, systematisch zu {iber-
priifen, inwieweit sich die an einzelnen

100+

Haufigkeit in Prozent

2 3456 7 89

Anzahl der Wiederholungen
des Zeichens p

0 1

Bild 4: Die Statistik liefert die bei weitem aus-
sagekriiftigste Methode zur Entzifferung von
Zahlzeichen. Wihrend nidmlich nur wenige Ta-
feln mit eindeutig auswertbaren Summenbil-
dungen existieren, liBt sich das gesamte vorlie-
gende Textmaterial in eine statistische Analyse
einbeziehen. Als Beispiel fiir die Leistungsfi-
higkeit solcher Analysen ist hier der statisti-
sche Beweis gezeigt, da} das Zeichen e je
nach Anwendungsbereich seinen Wert énder-
te. Im Sexagesimalsystem gelten die Beziehun-
gen 1p= 10 und 1e = 6>. In diesem
System kann das Zeichen e also hdochstens
fiinfmal wiederholt werden. Tatséichlich taucht
es jedoch auf einer Reihe von Tafeln, auf denen
Getreidemengen verzeichnet sind, mehr als
fiinfmal in einer Gruppe auf. Nach der statisti-
schen Analyse, deren Ergebnis dieses Balken-
diagramm zeigt, kommt in all diesen Féllen das
néichstniedrigere Zeicheno, das im Sexagesi-
malsystem an sich bis zu neunmal wiederholt
werden kann, niemals hiufiger als fiinffach
wiederholt vor. Die Wahrscheinlichkeit, daf}
dies ein Zufall ist, betrigt nur etwa 0,02 Pro-
zent. In diesem sogenannten éE-System, das
vorwiegend fiir Getreide verwendet wurde, gilt
also 1b= 6e (und 1® = 10>.) DaB in
Texten mit mehr als fiinffacher Wiederholung
von e das Zeichen b iiberdurchschnittlich
oft ganz fehlt, laBt sich mit der Tendenz
erkliren, bevorzugt runde Zahlen anzugeben.

Schliisseltexten gewonnenen Ergebnis-
se verallgemeinern lassen. Aus den
mehr als 6500 bekannten Zahlnotatio-
nen die Regeln ihrer Handhabung zu
bestimmen, war vor allem deshalb ein
so kompliziertes Puzzlespiel, weil ein
Einzelergebnis nur selten weitreichende
SchluBfolgerungen zulifit. Erst mit dem
Fortgang der Arbeit fiigten sich die ver-
schiedenen Einzelergebnisse allméhlich
zu einem konsistenten Gesamtbild zu-
sammen.

Die Entzifferung
der Kalendernotierungen

Ein Beispiel, wie verschiedenartige
Informationen miteinander kombiniert
werden miissen, um ein solches Puzzle
zu l6sen, bietet die Entzifferung der Ka-
lendernotierungen (U,-System, Bild 6).
Schon lange war vermutet worden, daf
Kombinationen des Zeichens U, ( 9 )
mit Zahlzeichen Kalenderangaben dar-
stellten. Die Hypothesen iiber die ge-
naue Bedeutung gingen jedoch weit aus-
einander. Vaiman hatte, wie sich nun
herausstellte, als einziger die richtige
Lo6sung vermutet:

O =1 Tag
® =1 Monat
- =1Jahr

Den Beweis fanden wir in den in Bild
5 zusammengestellten Texten. Kombi-
niert man die darin enthaltenen Indi-
zien, so 14Bt sich nicht nur die Bedeu-
tung der Kalendernotierungen ent-
schlisseln, sondern auch erschliefien,
daB schon in den Archaischen Texten
der Verwaltungsmonat mit 30 Tagen
und das Verwaltungsjahr mit 360 Tagen
gerechnet wird.

Eigentlich hitte der Text PI 84 (Bild
5) bereits die Losung bringen kénnen,
wenn nicht eines der Zeichen sehr irre-
fiihrend geschrieben wire. Er enthélt
die Kalendernotierung ¢§ , die als ,1
Monat 5 Tage“ zu lesen ist, obwohl sie
wegen des Zeichens oben rechts, das
mehr einem e als einem v &hnelt,
eher wie ,,1 Monat 14 Tage“ aussieht.
Aus wievielen Tagen besteht nun ein
Monat?

AufschluB gibt die hinter der Angabe
des Zeitraums notierte Getreidemenge
30 2= 18 (SE-System, verglei-
che Bild 6). Sie erweist sich mit Hilfe
der von uns ermittelten GréfSenbezie-
hungen als das 35fache der dem Zeichen
Bentsprechenden Menge. Stiinde das
Zeichen fir eine Tagesration, so
miiBte ,,1 Monat 5 Tage“ also 35 Tage be-
deuten und der Monat 30 Tage lang sein.

Doch, wie gesagt, war der Zeitraum
auf diesem Text zunédchst falsch gelesen
worden. Die tatsdchliche Entzifferung
der Kalendernotierungen verlief dann
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Bild 5: Die Entzifferung der Kalendernotierungen gelang in einem de-
tektivischen Puzzlespiel auf der Basis der vier hier abgebildeten Texte.
Auf der Tafel PI 103 sind 6 Getreidemengen verbucht, die auf der Riick-
seite summiert werden. Dieser Text zeigt, daB sich das Zeichen !, des-
sen genaue Bedeutung unbekannt ist, jeweils neben einer Getreidemenge
befindet, die genau 10 Prozent der davorstehenden Menge ausmacht.
Die stark beschiidigte Tafel PI 84 ist moglicherweise eine Abrechnung
iiber Futtergetreide fiir Schafe. Im ersten Fach der zweiten Spalte fin-
det sich die Angabe ,,1 Monat 5 Tage“, dahinter eine Getreidemenge,
die gerade das 35fache des Zeichens Z betriigt, darauffolgend wieder-
um (gerundet) eine 10prozentige Zugabe. Nimmt man an, daB das Zei-
chen R fiir eine Tagesration steht, ergibt sich eine Monatslinge von 30
Tagen. Dieser Schluf war allerdings zunéchst nicht so sicher, weil

die Kalendernotation auf dieser Tafel nicht eindeutig geschrieben ist
und sich auch als ,,1 Monat 14 Tage* lesen liBt. Die Tafel PI 136, eine
Abrechnung iiber Getreide mit unbekannter Zweckbestimmung, ent-
hilt im zweiten Fach der ersten Spalte unter dem Zeichen Z die Anga-
be ,,3 Jahre“ (=) und im darauffolgenden Fach eine Getreidemenge,
die genau die Menge 3x360 & . zuziiglich 10 Prozent betriigt. Danach
ist das Jahr also mit 360 Tagen gerechnet worden. Das Textfragment
auf der Tafel ATU 1 Nr. 653 beginnt mit einer Getreidemenge, dann
folgt die Angabe ,,24 Monate“ und schlieBlich das Zeichen D mit der
Bedeutung ,,(Getreide-)Ration®, von dem aus anderen Texten bekannt
ist, daB es fiir 1/3 2 Getreide steht. Die angegebene Getreidemenge be-
trigt 24x30x1/38, was die obige Vermutung eines 30tigigen Monats
bestitigt. Die 10prozentige Zugabe ist hier wieder getrennt aufgefiihrt.

etwas komplizierter. Sie war eng mit
der Deutung numerischer Funktionen
der Zeichen ' und D verkniipft, die
mit den Kalendernotierungen selbst gar
nichts zu tun haben.

Im Text PI 103 (Bild 5) werden mit
dem Zeichen ' Getreidemengen ge-
kennzeichnet, die gerade 10 Prozent
der voranstehenden Getreidemengen
ausmachen. Das konnte natiirlich ein
Zufall sein; andere Texte bestétigten je-
doch diese Beobachtung. Unter ande-
rem gilt dies fiir den bereits erwihnten
Text PI 84. Die mit dem Zeichen *
versehene Notation 1 <= 1 8 1 &,
das sind 3! Tagesrationen, liegt so
dicht bei 10 Prozent von 35 Rationen,
daB die Differenz leicht als Rundungs-
fehler zu erkléren ist.

Zum Schliisseltext fiir die Entziffe-
rung wurde nun der Text PI 136 (Bild
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5), der das Zeichen = mit der Bedeu-
tung ,,3 Jahre“ enthilt. Wir verfiigten
davon zundchst nur {ber eine sehr
schlechte Kopie und eine Photographie.
Aufgrund dieser Quellen schien es
nicht ausgeschlossen, dafl das Zeichen
Eneben der Kalendernotierung fiir ,,3
Jahre“ gerade eine Tagesration angab
und die hinter der Notation aufgefiihrte
Getreidemenge sich als 3 X360 Tagesra-
tionen errechnete, wonach ein Jahr 360
Tage gezihlt hitte.

Einer von uns (Englund) untersuchte
die Frage im Irak-Museum in Bagdad
am Original des Textes. Dabei zeigte
sich, daB die im Text angegebene Men-
ge grofer war, was die Schlufifolge-
rung tber die Jahreslinge zu widerle-
gen schien. Als er jedoch den Text vor-
sichtig sduberte, stellte er fest, daB die
Getreidemenge exakt um 10 Prozent

iiber dem zu erwartenden Wert liegt —
um eben jene 10 Prozent, die im Text
PI 84 gesondert aufgefiihrt sind.

Das Textfragment ATU 1 Nr. 653
(Bild 5), das zuvor keinen Sinn ergeben
hatte, lieferte schlieBlich eine glédnzen-
de unabhingige Bestitigung dieser
Deutung. Wir wuBten bereits aus ande-
ren Texten, daB das Zeichenp, das
Bild einer Rationenschale, eine kleinere
Ration reprisentiert — zumeist eine Ge-
treidemenge von % B. Dabei handelte
es sich wahrscheinlich um die Tagesra-
tion der von der Tempel- und Palastver-
waltung abhingigen Arbeitskrifte der
untersten Kategorie, die nach unserer
GroBenbestimmung fiir das SE-System
mit 0,6 bis 0,8 Litern in der Néhe des
Existenzminimums lag.

Nach der Kalendernotierung des Tex-
tes miiBte dieser solche kleinen Ratio-
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nen fiir ,,24 Monate“ oder 24 X 30 Tage
verzeichnen. In der Tat ergibt im SE-
System 24 X30X1; B gerade die Men-
gevon4e _ die vor der Kalendernotie-
rung verbucht ist. Ferner entspricht die
in einem getrennten Fach zusammen
mit dem Zeichen ' notierte Getreide-
menge 2 © 2 < gerade 10 Prozent
dieser Menge.

Zahlzeichensysteme mit
spezifischen Anwendungsbereichen

Die ermittelten Regeln iiber die Ver-
wendung der Zeichen waren zum gro-
Ben Teil mit den géngigen Zuschreibun-
gen von Zahlenwerten vereinbar. Dane-
ben fanden wir jedoch auch Regeln, die
nicht mit der iiblichen Deutung der
Zeichen als Zahlzeichen eines einheitli-
chen Systems in Einklang standen.

Beispielsweise gibt es drei Zeichen,
denen die Zahlenwerte 60, 120 und 600
zugeschrieben werden. Wir fanden nun
die seltsame Regel, daB} die Zeichen fiir
120 und 600 niemals zusammen in einer
Notation vorkommen. Taucht das Zei-
chen fiir 120 auf, so ist es manchmal
mehr als fiinffach wiederholt, ohne
durch das Zeichen fiir 600 ersetzt zu
werden. Enthélt eine Zahlnotation da-
gegen das Zeichen fiir 600, so wird das
Zeichen fiir die 60 gleichfalls mehrfach
wiederholt und nicht durch das Zeichen
fiir 120 ersetzt.

Diese und dhnliche Merkwiirdigkei-
ten fanden durch das Gesamtergebnis
unseres Puzzlespiels eine plausible Er-
kldrung. Wir fanden heraus, daB sich
die mehr als 6500 Zahlnotationen fast
vollstindig einer gewissen Anzahl ver-
schiedenartiger Zahlzeichensysteme zu-
ordnen lassen, in denen die gleichen
Zeichen zum Teil ganz unterschiedliche
numerische Bedeutungen haben. So
tauchen die Zeichen fiir 120 und fiir 600
einfach deshalb niemals gemeinsam
auf, weil sie zu verschiedenen Zeichen-
systemen gehdren. Eine eingehende
Analyse zeigte, daB die verschiedenen
Systeme mit wenigen Ausnahmen sehr
strikt gegeneinander abgegrenzte Ver-
wendungsbereiche haben.

Die fiinfzehn ermittelten Systeme las-
sen sich fiinf Grundsystemen zuordnen
(Bild 6): dem Sexagesimalsgstem, dem
Bisexagesimalsystem, dem SE-System,
dem GAN,-System und dem EN-Sy-
stem (SE, GAN, und EN sind die kon-
ventionellen Lesungen von Zeichen, die
mit den Systemen in Verbindung ste-
hen). Zu einigen dieser Grundsysteme
gibt es abgeleitete Systeme mit gleichen
arithmetischen Gliederungen, aber an-
deren Verwendungsbereichen und ver-
dnderter graphischer Form der Zei-
chen. Hinzu kommen einige Systeme
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wie das U,-System fiir die Kalenderno-
tierungen, bei denen Zahlzeichen mit
Schriftzeichen kombiniert und dadurch
mit speziellen metrologischen Bedeu-
tungen verkniipft werden.

SchlieBlich gibt es Schriftzeichen und
Kombinationen von Schrift- und Zahl-
zeichen, die iberwiegend bestimmte
Gegenstinde oder Sachverhalte zum
Ausdruck bringen (also ideographi-
schen Charakter haben), zum Teil je-
doch auch eine numerische Bedeutung
besitzen. Beispielsweise existieren
Kombinationen von Zeichen fiir be-
stimmte Herdentiere mit Zahlzeichen,
durch welche die Bezeichnung des Tie-
res mit der Angabe seines Alters zu ei-
nem einzigen Zeichen verschmilzt. Die
Uberginge zwischen Numerik, Metro-
logie und Ideographie sind in den Ar-
chaischen Texten flieBend, so daB Un-
terscheidungen zwischen Zahlzeichen,
MaBbezeichnungen und Schriftzeichen
also immer auch eine gewisse Willkiir
anhaftet.

Die Abgrenzung der Anwendungsbe-
reiche fiir die verschiedenen Systeme
folgte keinen erkennbaren generellen
Regeln. Das Sexagesimalsystem und
das Bisexagesimalsystem sowie die da-
von abgeleiteten Systeme waren Syste-
me fiir diskrete Objekte, wobei das Se-
xagesimalsystem den weitaus vielfélti-
geren Anwendungsbereich hatte.

Das Bisexagesimalsystem fand vor
allem bei Getreideprodukten Verwen-
dung, sofern diese nicht in HohlmaBen
gemessen und im SE-System notiert
wurden. Daneben war es auch fiir ein
bestimmtes Milchprodukt sowie eine
bestimmte Art von Fisch iiblich.

Die abgeleiteten Systeme dienten
sehr spezifischen inhaltlichen Kenn-
zeichnungen: das vom Sexagesimalsy-
stem abgeleitete System S’ beispielswei-
se in Dokumenten aus der Viehhaltung
wahrscheinlich zur Kennzeichnung der
im laufenden Rechnungsjahr geschlach-
teten Tiere sowie in Texten aus der
Bierproduktion oder -verteilung zur
Kennzeichnung einer bestimmten Bier-
sorte. Das SE-System und die davon
abgeleiteten Systeme bezeichneten
HohlmaBe fiir Getreide und Getreide-
produkte, wobei die verschiedenen Sy-
steme wahrscheinlich verschiedene Ge-
treidearten symbolisierten. Das GAN,-
System diente der Angabe von Feldfli-
chen. Der Verwendungsbereich des
EN-Systems ist unbekannt.

Wir haben deutliche Hinweise auf die
Existenz weiterer, uns unbekannter ar-
chaischer Zahlzeichensysteme. Schon
die Tatsache, daB 25 der 26 Zeugnisse
des EN-Systems an einer einzigen Stel-
le gefunden worden sind, mahnt zur
Vorsicht, was die Vollstandigkeit unse-
rer Kenntnis angeht. Wire an dieser

Stelle zufédllig nicht gegraben worden,
beséBen wir nur ein kleines Fragment
mit dem Zeichen ®2, das keinen Auf-
schluB} iiber das zugrundeliegende Sy-
stem gegeben hitte.

Zehn der Zahlzeichen unserer 60
Zeichen umfassenden Liste tauchen in
keinem der ermittelten Systeme auf.
Die Griinde dafiir sind unterschiedlich.
Drei der Zeichen beispielsweise finden
sich nur auf einer kleinen Tafel, die wir
fiir die Krakelei eines der Schrift noch
weitgehend unkundigen Schiilers hal-
ten. Bei vier anderen sind wir uns nicht
sicher, ob es sich nicht vielleicht um
Schreibvarianten anderer Zahlzeichen
oder aber iliberhaupt nicht um Zahlzei-
chen handelt. Zumindest bei zweien der
zehn Zeichen, ndmlich den Zeichen s
und w, sind wir nach der Art ihrer
Verwendung jedoch iiberzeugt, daf§ sie
zu zwei weiteren Systemen gehoren,
iiber die wir nur deshalb nichts Niheres
wissen, weil keine aussagekriftigen
Texte tiberliefert sind.

Das Fehlen
eines abstrakten Zahlbegriffs

Nach dem Gesagten erhebt sich na-
tiirlich die Frage, in welchem Sinne
man diese arithmetischen Notierungen
mit ihren komplizierten und zum Teil an
spezifische Inhalte gebundenen Regeln
der Verwendung, ihren vielfdltigen in-
haltlichen Nebenbedeutungen und den
unscharfen Grenzen zwischen ihren
operativen und ihren ideographischen
Funktionen (ihren Funktionen als Re-
chengrofen und als Symbolen fiir kon-
krete Objekte) iiberhaupt als Darstel-
lungen von ,Zahlen“ ansehen kann.
Welche Entwicklungsstufe stellen sie
dar in einer Kultur, die 1000 Jahre spa-
ter als erste Kultur der Erde eine hoch-
entwickelte = Mathematik  hervorge-
bracht hat?

Bislang herrschte die Auffassung vor,
die archaischen Zahlzeichen reprisen-
tierten frithe Vertreter eben jener Zahl-
vorstellung, die spéter die Arithmetik in
Mesopotamien geprdgt hat. Diese
SchluBfolgerung liegt auch sehr nahe.
Das Sexagesimalsystem, das sich bald
zum dominierenden System entwickel-
te, tiberlebte in graphisch unverdnderter
Form die archaische Periode um etwa
1000 Jahre und weitere 2000 Jahre in
verdnderter, jedoch strukturell gleichar-
tiger Darstellung durch Keilschriftzei-
chen. Quellen, die Aufschluff iiber die
sumerischen Zahlworter geben, zeigen
zudem eine auBerordentliche strukturel-
le Ahnlichkeit der sumerischen Zahl-
wortreihe mit dem Sexagesimalsystem
(diese Quellen stammen allerdings aus
einer Zeit, in der das Sumerische schon
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Bild 6: Fiinfzehn Zahlzeichensysteme mit verschiedenen Anwendungs-
bereichen, die zu fiinf Grundsystemen gehoren, ergab die computerge-
stiitzte Analyse aller Zahlnotationen in den etwa 4000 gespeicherten Tex-
ten und Textfragmenten der iltesten bekannten Schrifttafeln. AuBer-
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dem fanden sich Hinweise auf zumindest zwei weitere Systeme, fiir die
in dem vorliegenden Textbestand nicht genug Belege enthalten sind, um
sie zu rekonstruieren. In den Systemen werden zum Teil die gleichen
Zeichen mit vollig verschiedener arithmetischer Bedeutung verwendet.
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Hunderte von Jahren keine gesprochene
Sprache mehr war).

Dies war Grund genug, daB den an
spiteren Texten orientierten Forschern
das Sexagesimalsystem als das eigentli-
che System der Zahlzeichen und alles
iibrige als Metrologie erscheinen muB-
te. Hinzu kam die weitere Entwicklung
der ibrigen Systeme. Das Bisexagesi-
malsystem ndmlich wurde schon bald,
das heift in der frithdynastischen Perio-
de, durch das Sexagesimalsystem er-
setzt. Das SE-System verschwand so-
gar bereits mit dem Ende der ar-
chaischen Periode. Fiir das EN-System
gibt es iiberhaupt nur Texte aus der élte-
sten Schriftstufe in Uruk. Lediglich das
GAN,-System blieb neben dem Sexage-
simalsystem bestehen und wurde zu ei-
nem umfassenden System der Flichen-
maBe ausgebaut.

Unsere Analyse der archaischen
Zahlzeichen und der Regeln ihrer Ver-
wendung widerspricht dagegen dieser
Deutung. Zwar war das Sexagesimalsy-
stem in der archaischen Periode bereits
voll entwickelt; und es spielte auch in-
sofern schon eine bevorzugte Rolle, als
es auf besonders viele Inhalte ange-
wandt wurde. Dennoch gehéren weni-
ger als 50 Prozent aller Zahlnotationen
der Archaischen Texte zu diesem Sy-
stem. In den iibrigen Notationen wur-
den zwar iberwiegend die gleichen
Zeichen verwendet, aber als Zeichen
anderer Systeme und daher mit anderer
arithmetischer Bedeutung.

Gerade die Zeichen des Sexagesimal-
systems, das scheinbar abstrakte Zahlen
reprisentierte, waren in Wirklichkeit
also in ihrer arithmetischen Bedeutung
besonders variabel. Je nach ihrem in-
haltlichen Zusammenhang &dnderte sich
das System, in dem sie verwendet wur-
den, und damit ihr numerischer Wert.
Nur gegen die Beweiskraft unserer sta-
tistischen Analysen kann man ihnen ei-
nen festen Zahlenwert als ,eigentliche
Bedeutung“ zuschreiben und sie damit
als Zahlzeichen eines iibergreifenden,
abstrakten Zahlbegriffs interpretieren.
Paradoxerweise sind es gerade die stark
an bestimmte Inhalte gebundenen
Zeichen der von den Grundsystemen
abgeleiteten Systeme und nicht die ,,ab-
strakten“ Zeichen, die am ehesten mit
nur einer einzigen arithmetischen Be-
deutung verwendet wurden.

Zahlanaloga

Was ist die theoretische Alternative
zu einer Interpretation der Zeichen als
Zeichen fiir Zahlen? Der Gestaltpsy-
chologe Max Wertheimer hat schon
1912 in einem beriihmten Aufsatz iiber
das Denken der Naturvolker sehr prizi-
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se die psychologische Natur von arith-
metischen Leistungen vor der Ausbil-
dung eines abstrakten Zahlbegriffs be-
schrieben. Anhand von Forschungsbe-
richten tiber Naturvolker postulierte er
psychologische Strukturen, die er Zahl-
analoga nannte; sie bleiben zwar an be-
stimmte Inhalte gebunden und sind in-
sofern weniger abstrakt als unsere Zah-
len, dienen aber dennoch &hnlichen
Zwecken.

Es gibt inzwischen zahlreiche ethno-
logische Studien, die Wertheimers An-
nahmen bestitigen. Demnach haben
viele vorschriftliche Kulturen eine Fiille
von kontextgebundenen, protoarithme-
tischen Techniken entwickelt, die einen
abstrakten Zahlbegriff weder voraus-
setzen noch notwendigerweise zur Fol-
ge haben.

Zahlreiche Merkmale der von uns
analysierten archaischen Zahlzeichen-
systeme riicken sie in die Nihe solcher
protoarithmetischen Techniken. Bei-
spielsweise bezeichneten die Zahlzei-
chen grundsitzlich nicht Zahlen, son-
dern Einheiten. Die Vier wurde so
nicht durch ein Zeichen wie unsere
»4¢, sondern geradezu physisch durch
die vierfache Wiederholung eines
Zeichens fiir die Einheit dargestellt.

Dies bedeutet, daB es keinen forma-
len Unterschied gab zwischen der Dar-
stellung von Objekten und der von Zah-
len. Man konnte daher die Regeln fiir
die Verwendung der Zahlzeichensyste-
me auch mit der protoarithmetischen
Vorstellung handhaben, die vier wie-
derholten Zeichen reprisentierten die
vier dargestellten Objekte und nicht die
Zahl Vier.

Es gibt in den Archaischen Texten
auch keine expliziten, von den Inhalten
unabhingigen Rechenoperationen. Bei
Summenbildungen werden nur die ge-
dachten Zusammenfiigungen der Ob-
jekte mittels der sie reprédsentierenden
Zeichen nachvollzogen. Dementspre-
chend existiert auch keine operative
Umkehrung zur Subtraktion. Die selte-
nen multiplikativen Zusammenhinge
sind als Sachrelationen dargestellt —
zum Beispiel in der Form, dafl soundso-
vielen Broten soundsoviel Getreide ent-
spricht — und wurden vermutlich vor-
wiegend mit additiven Operationen um-
geformt. Zahlreiche ,atypische, das
heiBt durch den Kontext modifizierte
Beispiele von Notationen vermitteln
den Eindruck, die Angabe des Inhalts in
ihrer Funktion als Merkhilfe habe stets
Vorrang vor formalen Regeln des Zei-
chengebrauchs gehabt.

Diese protoarithmetischen Kennzei-
chen besagen indes nicht, da es keinen
Unterschied géibe zwischen der Proto-
arithmetik schriftloser Kulturen und der
Arithmetik, von der die Archaischen

Texte zeugen. Die darin enthaltenen
Zahlnotationen weisen zwar Eigenarten
auf, wie sie bislang nur aus vorschriftli-
chen Kulturen bekannt waren; zugleich
aber bezeugen sie eine formale Kom-
plexitéit und eine Leistungsfihigkeit fiir
die Bewiltigung auch komplizierter
arithmetischer Probleme, wie sie in sol-
chen Kulturen undenkbar wire. Das ge-
rade macht die Einzigartigkeit dieser
Quellen fiir ein Studium der Entwick-
lung des Zahlbegriffs aus.

Die Analyse der Operationen, die mit
den Zahlzeichen vollzogen wurden, er-
moglicht Riickschliisse auf die zugrun-
deliegenden kognitiven Prozesse. So
finden wir bereits erste abstrakte Ope-
rationen, die in entsprechenden symbo-
lischen Handlungen wie den bereits
standardisierten Operationen des Zu-
sammenfassens von Einheiten zu hohe-
ren Einheiten zum Ausdruck kommen.
Daneben aber behaupten sich weiterhin
kontextgebundene mentale Operatio-
nen, die sich auf die konkreten Hand-
lungen der Anwendungsbereiche bezie-
hen. Sie sind es, welche die Verédnde-
rung arithmetischer Bedeutungen mit
dem Kontext der jeweiligen Anwendun-
gen bedingen.

Vom Zahlanalogon
zur abstrakten Zahlvorstellung

Die Untersuchung der Zahlbegriffs-
entwicklung in ihren Anfangsstadien
stand bislang vor einem Dilemma: Ei-
nerseits gewihren die heute noch exi-
stierenden vorschriftlichen Kulturen
zwar Einblicke in sehr friihe Formen
dieser Entwicklung, andererseits be-
steht zu den Dokumenten des entwik-
kelten mathematischen Denkens in den
frithen Hochkulturen und in der klassi-
schen Antike jedoch eine uniiberbriick-
bare Kluft.

In den vorschriftlichen Kulturen feh-
len nicht nur bestimmte Formen des ab-
strakten Denkens, sondern auch die
Probleme und die arithmetischen Tech-
niken, an denen sie sich manifestieren
konnten. In den Schriftkulturen dage-
gen fand man bisher nur beides zu-
gleich. Die Frage, ob zwischen beiden
Stadien eine Entwicklung stattfand oder
nur die epigenetische, also wie biolo-
gisch determiniert ablaufende Entfal-
tung einer universellen Struktur des
menschlichen Denkens, blieb Gegen-
stand kontroverser Spekulationen.

Die Zahlzeichensysteme der Ar-
chaischen Texte liefern jetzt das fehlen-
de Glied: Es beweist, daB die Entwick-
lung der Grundstrukturen des arithmeti-
schen Denkens kulturell bedingt ist.

Wenn wir davon ausgehen, daB sich
damit ein bestimmtes Stadium der Ent-
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Beispiele

Stufen der Zahlbegriffsentwicklung

Zeitliche Einordnung

Praoperative Stufe:
Erste Zuordnungen von gleichartigen, relativ abstrakten
Symbolen zu Objekten, jedoch keine systematischen Strukturierungen.

etwa 40 000 bis 10000
vor Christus
Jungpaldolithikum

Protoarithmetische Stufe:
Kontrolle von Quantitdten mit Hilfe eindeutiger Zuordnungen
zwischen Objekten und Symbolen. Tradierung standardisierter
Symbolsysteme. Einfiihrung héherer Einheiten durch Biindelung.

ab etwa 10 000
vor Christus
Vorschriftliche
seBhafte Kulturen

Archaische Arithmetik:
Entwickelte arithmetische Techniken, jedoch noch keine
kontextunabhéngige Bedeutung der ,Zahlzeichen*.

um 3 200 vor Christus
Nachschriftliche
seBhafte Kulturen

Primare Arithmetik:
Universelle Zahldarstellung, explizite Arithmetik, jedoch kein

darstellungsunabhangiger Zahlbegriff. Keine auf Zahlen als ideelle
Objekte bezogenen Begriffsbildungen.

ab etwa
3000 vor Christus
Friihe Hochkulturen

EVCLIDIS

ELEMENTORVM
LIBRI XV

Abstrakter Zahlbegriff:
Begriffliche Bestimmung der Zahlen als ideelle Objekte.
Definition von Zahlen und Beweis von Zahleigenschaften.

ab etwa
500 vor Christus
Griechische Antike

Bild 7: Kulturhistorische Stufen der Entwicklung des Zahlbegriffs. Der
abstrakte Zahlbegriff ist das Ergebnis eines langen Entwicklungsprozes-
ses, mit der Erfindung der Schrift als deutlichem Einschnitt. Ihren Aus-
gang nahm diese Entwicklung von der Stiick-fiir-Stiick-Zuordnung von
Symbolen zu Gegenstiinden. Standardisierte ,,Zihlmittel“ machten sol-
che Zuordnungen zu einer gesellschaftlich tradierten Techmik. Mit

wicklung sicher datieren 14ft, kdnnen
wir versuchen, die iiberlieferten Zeug-
nisse des frithen arithmetischen Den-
kens neu zu interpretieren. Es ergibt
sich dann in etwa das folgende Gesamt-
bild der Entwicklung, die im abstrakten
Zahlbegriff gipfelte (Bild 7).

Erste archiologische Zeugnisse, die
auf eine Konstruktion von Korrespon-
denzen zwischen Objekten und Zihl-
symbolen im weitesten Sinne hindeu-
ten, finden sich bereits in der jiingeren
Altsteinzeit (ungefihr 40000 bis 10000
vor Christus). Die verwendeten Zihl-
symbole weisen jedoch noch kaum sy-
stematische Strukturierungen auf, die
auf einen operativen Umgang mit ihnen
schliefen lieBen.

Auf diese prioperative Stufe der
Zahlbegriffsentwicklung folgt eine pro-
toarithmetische Stufe, in der erstmals
Konventionen zur symbolischen Dar-
stellung von Mengen eingefiithrt worden
sind. Im kognitiven Bereich kam es par-
allel zur Konstruktion von Zahlanaloga.
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Grundlage dieser Fortentwicklung ist
vermutlich die sogenannte agrarische
Revolution — der Ubergang zur syste-
matischen Tierhaltung und Nahrungs-
mittelproduktion — mit ihren Anforde-
rungen an die Vorratshaltung und die
Organisation der Arbeitsteilung. Tat-
séchlich entspricht im Vorderen Orient
die Periode, fiir die der Gebrauch von
Zghlsymbolen nachgewiesen ist, in
etwa der Periode des Ubergangs zur
SeBhaftigkeit und der Ausbreitung von
Ackerbau und Viehzucht.

Die Analyse der Zahlzeichensysteme
der Archaischen Texte Mesopotamiens
gibt uns eine Momentaufnahme des
Ubergangs von dieser Protoarithmetik
zur Arithmetik im engeren Sinne. Sehr
bald verlieren sich die eigentiimlichen
Eigenschaften der archaischen Zahlzei-
chensysteme, und es bildet sich noch im
Verlaufe des dritten vorchristlichen
Jahrtausends eine kontextunabhéngige,
»primédre” Arithmetik heraus. Wie in
anderen frithen Hochkulturen sind die

der Erfindung der Schrift wurden ,,Zahlzeichen*“ dann zu einem lei-
stungsfihigen sekundiiren Darstellungsmittel, wobei die Zahldarstellung
zuniichst jedoch noch stark mit dem gezihlten Objekt verhaftet blieb.
Erst allméhlich gewann sie ihre abstrakte Eigengesetzlichkeit. SchlieBlich
fithrte die schriftlich fixierte begriffliche Bestimmung von Zahlgeset-
zen zur Differenzierung zwischen Zahldarstellung und Zahlbegriff.

Tréager dieser Entwicklung die Verwal-
tungsbeamten der staatlichen Biirokra-
tien sowie die Schreiberschulen, in de-
nen sie ausgebildet wurden.

Von dieser primiren Arithmetik, die
zwar kontextunabhéngig ist, aber an be-
stimmte, konkrete Formen der Zahldar-
stellung durch Zeichensysteme gebun-
den bleibt, bis zum ideellen Begriff der
abstrakten Zahl ist es freilich noch ein
weiter Weg. Die babylonische Mathe-
matik, die sich aus dieser Tradition ent-
wickelte und im ersten Drittel des zwei-
ten Jahrtausends vor Christus (also etwa
1500 Jahre nach der Erfindung der
Schrift) ihre erste Bliite erreichte, kann-
te weder Definitionen noch Beweise;
ihr fehlte selbst ein Wort, das in seiner
Bedeutung unserem Wort ,,Zahl“ ver-
gleichbar wire.

Es scheint mithin, als seien Struktur-
aussagen iiber ideelle Objekte und da-
mit auch die Ausbildung des Begriffs
der Zahl der griechischen Antike vorbe-
halten geblieben.
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